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SÉRIE N° 3 
Exercice 1. 
2 —] 2 
On considère la matrice À — 5 —3 3 
—1 0 —2 


1. Calculer (A + 13)’. 


2. En déduire que A est inversible. 


Exercice 2. 


On considère la matrice A = ( E E } 


1. Calculer 4? — 3A + 21,. En déduire que À est inversible et calculer son inverse. 
2. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X” par X? — 3X + 2. 


3. En déduire l’expression de la matrice A”. 


Exercice 3. 














Soit Rə[X] l’espace des polynômes réels de degré inférieur ou égal à 2 et soit B = (1, X, X?) la base 


canonique de R2[X]. On considère l’application 














Fo RX Les. | IR 
PE 1e GP” 














. Montrer que f est linéaire. 

. Écrire la matrice A = Matg(f) de f dans la base canonique B. 
. Montrer que B’ = (1, X +1,(X + 1)°) est une base de R2[X]. 
Donner la matrice C = Mats: (f) de f dans la base B’. 
Calculer 4?, A? et BF pour tout k € N. 


Déterminer le rang de f. 


EN ONE NE 


Trouver une base de l’image de f. 


8. Trouver une base de noyau de f. 


Exercice 4. 
Soit AE M, n(K). 


1. Montrer que YM € GL,,(K),rg(MA) = rg(A). 
2. Montrer que YN € GL,(K),rg(AN) = rg(A). 
3. En déduire que VM € GLm(K), YN € GL,(K),rg( MAN) = rg(A). 


Exercice 5. 


Soit B = (e1, e2, €3) la base canonique de R°. 














Soit f l'application linéaire qui a un vecteur x = (£1, £2, £3) € R? associe le vecteur 


f(x) = (£2 — 223,271 — T2 + 4T3, T1 — T2 + 3x3) 


1. Déterminer la matrice À de f dans la base canonique. 
2. Déterminer une base (a,b) de ker(f — Id). 


. Donner un vecteur c tel que ker(f) — vect(c). 


3 
4. Montrer que B’ = (a,b,c) est une base de RŽ. 
5. Déterminer la matrice D de f dans la base P”. 
6. Montrer que Im(f)—ker(f — Id). 

7. Montrer que ker(f)® Im(f)—R*. 


Exercice 6. (Facultatif) 
Soit E le R-espace vectoriel M2(R) muni de sa base canonique 














1 0 0 1 0 0 0 0 
B={Eu-(, n jee ( aJa (1 o J En; ni 


et soit y l’endomorphisme de E défini pour tout élément X = ( ë 
21 


_ { Q2 + Q21 — G22 Q11 + Q21 — Q22 
pone ( —@11 + Q12 0 


1. Déterminer M = Mat(s, B). 
2. Montrer que y n’est pas un automorphisme de E. 


3. Déterminer le rang de g. 


1 1 0 1 


5. Déterminer ker(4). 


4. Soient M3 = G 1) et M, = F al Calculer (M3) et (Ma). 


0 0 —1 0 


E T par : 
a22 


6. Soient M, = c 1) et Mə = ( ; j Montrer que C = (Mı, M, M3, M4) est une base de Æ. 


7. Déterminer la matrice de passage Q de C à B. 
8. Déterminer N = Mat(w, C). 
9. Montrer que E = ker(w) $ Im(s). 
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SÉRIE N° 3 


Exercice 1. 


1. (A+ I)? = 03. 
2. A? +34? +3A + B = 03, donc A est inversible et on a A7! = —( 4? + 3A + 31). 





Exercice 2. 


1 3 1 3 
1. On a A? — 3A + 21 = 02. Comme À. (-54 + 5) = h, alors A7! = -34 + 522 


2. On a X? — 3X +2 = (X — 1)(X — 2). Sachant que le reste de division euclidienne considérée est 
de la forme aX + b, en évaluant en 1 et 2, on détermine a et b et on obtient : 


X” = (X? -3X +2)Q(X)+(2*"—-1)X +2- 2”. 


3 on+l 2— on+1l 
3. A" = (42-3A+21,)Q(A)+(2"—1)A+(2—2")L = (2"—1)A+(2—2")D = ( ) | 


3.27—3 32-72 


Exercice 3. 














1. Si P € R2[X], alors deg((X + 1)P") < 1+2 — 1 = 2. Donc, f est bien une application de R2[X] 
dans R2[X]. De plus, soient P}, P> € R2[|X] et À, À2 € R. Alors on a : 














fr + XP) — (X + 1)(XP + XP) 
= M(X +1)Pi + XX +1)P, 
Aif (Pi) + Af (P2). 


Ainsi, f est une application linéaire, c’est même un endomorphisme de R2[X]. 
2. Ona: 











fO = (X+1)x0 = 0 = Ox1+0x X +0 x X?, 
FX) = (X+1)x1 = X+1 = 1x1+1xX+0 x X?, 
FAX?) = (X+1)x2X = 2X +2X? = 0Ox1+2x X+2x X?°. 
Donc, 
fQ) FX) f(x?) 

1 0 1 0 

A=Matz(f)= X| 0 1 2 

X’ \ 0 0 2 





3. Soient À1, À2, A3 € R. On a 











ài +A(X +1) +(X +1) =0 4 MX’ + (A2 +2)3)X + Ai + do + ds = 0 


A3 = 0 Ài = 0 
<> A2 + 2}3 = ‘E X = 0. 
A++d3 = 0 às = 0 











Donc P’ est une famille libre dans un espace de dimension 3 (dim(R2[X]) = 3), c’est une base de 
Rə[X]. 

















4. On a 
































fa) = (X+1)x0 _ 0 = 0x1+0x(X+1)+0x(X+1) 
f(X +1) = (X+1)x1 = X+1 = 0x1+1x(X+1)+0x(X+1? 
FX +D = (X+1)x2X +1) = YX +1? = OxX1+0x(X+1)+2 x (X +1) 
Donc, 
PO fA+X) f(A+X)) 
1 0 0 0 
C = Mats (f) = X +1 0 1 0 
(X+1P\ 0 0 2 
5. On a 
0 1 0\ /0 1 0 012 
AÆ=ļ|012||012|=ļ|016 
00 2/ \002 004 
et 
01 0 012 01 6 
AAA = |0 1 2|[0 1 6ļ|=|01 14 
00 2/ NO: 0 À 00 8 


Par suite, on montre par récurrence que pour tout k € N*, 
00 0 
B*= |01 0 
0 0 2 
De plus, on sait que B° = Iz. 

6. La première colonne de la matrice A est nulle, donc le rang de A est inférieur ou égal à 2, la 
deuxième et la troisième colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc le rang de A est au 
moins 2. Ainsi, on a rang( f) = rang(A) = 2. 

7. La famille (1, X, X?) est une base de R2[X], donc R2[X] = Vect (1, X, X°). 

De plus, on a 

















Im(f) = f(R{[X]) = f(Vect(1, X, X?)) = Vect(f(1), F(X), F(X?)) 
= Vect(0,1+ X,2X + 2X7) = Vect(1 + X,2X +2X?). 











Puisque les deux vecteurs 1 + X et 2X + 2X°? ne sont pas proportionnels, alors la famille 
(1+X,2+2X7?) est libre. Ainsi la famille (1 + X,2 + 2X°) constitue une base de Im(f). 


8. D’après le théorème du rang, on a 














dim(R2[X]) = dim(ker(f)) + rang( f). 


Donc, on a 














dim(ker(f)) = dim(R2[X]) — dim(Im(f)) = 3 —-2=1. 
De plus, comme f(1) = 0, alors 1 € ker( f). Ainsi, le noyau de f est la droite vectorielle engendrée 
par le polynôme constant 1. 


Exercice 4 


1. Soient À € Mm, n(K) et M € GLm(K). Par définition du rang d’une matrice et les propriétés 
élémentaires du produit matriciel, on a 





rang(M A) = rang(Cı(MA),--- ,Ca(MA)) = rang(MCi(A),--.,MC,(A)), 


avec Cı( MA), -+-+ ,Ca( MA) et Ci(A),---,C;(A) sont respectivement les vecteurs colonnes des 
matrices M A et A. 
Par suite, on considère l’endomorphisme y défini sur l’espace des matrices colonnes par : 


P: Mmi K) — Mym1(K) 
X —> MX 





On peut vérifier facilement que y est un isomorphisme. On a donc 
rang(MA) = rang(MC:1 (A), -+ , MCr(A)) = rang(p(C1(4)),-:- ,@(Cn(4))) = rang(A), 


vu que, si f : E — F est un isomorphisme (application linéaire bijective), alors l’image de toute 
base E est une base de F. 


2. Soient À € Mm n(K) et N € GLa (K). 





rang(AN) = rang(Ci(AN), +- ,Ca(AN)) = rang( ACi (N), ++, ACU(N)). 
On rappelle que 


À À 

Al: |=(Ci(4) = CAA) | : | =A) +: + A C(A) € Vect(Ci(4),---, Cn(A)). 
Àn An 

Ainsi, on en déduit que Vj € {1,--- n}, AC;(N) € Vect(Ci(4),:-:,C;(À)). 


Ceci entraîne 
rang(ACı(N), -+-+ , ACa(N)) < dim(Vect(C1(A),--- ,Crn(A))) = rang(C1 (4), , Crh (A)). 


On a donc prouvé que rang( AN) < rang(A). 
Par suite, on applique la même inégalité à AN dans le rôle de A et N°7! dans celui de N, la 
matrice N est supposée inversible. On obtient alors 


rang(A) = rang((AN) N+) < rang(AN). 


3. Il découle immédiatement des deux questions précédentes. 


Exercice 5. 











1. Soit B = (e1, e2, e3) la base canonique de R°. On a alors 





f(e) = (0,2,1) = 0.(1,0,0)+2.(0,1,0)+1.(0,0,1) = O.es + 2.62 + 1.e3 
fe) = (1,—1,—1) = 1.(1,0,0)— 1.(0,1,0)— 1.(0,0,1) = 1.eı— L.e2 — 1.e3 
fles) = (—2,4,3) = —2.(1,0,0)+4.(0,1,0)+3.(0,0,1) = —2.e1 + 4.e2 + 3.6e3. 
Donc la matrice de f dans la base canonique est 
0 1 —2 
À = Matz(f) = 2 —1 4 
1 —1 3 
T1 
2. Soit X = | x2 | la matrice colonne associée au vecteur x = (£1, £2, £3) dans la base canonique de 
T3 





R3. Alors on a 











0 
x = (x1, £2, £3) E ker( f — Id) = (A-B)X=0 = 2 —2 4 Le |*= "10 
0 


—T] + T2 — 273 = 0 
H 2%) — 2z +423 = 0 > T1 — T2 + 2%3 = 0 
Ti — Lo + 2T3 0 
— T1 = T2 — 273. 
Donc x = (£1, £2, £3) = (£2 — 2£3, £2, £3) = %9(1,1,0) + x3(—2,0,1). On pose a = (1,1,0) et 
b = (—2,0,1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc libre, qui engendrent 


ker( f — Id), c’est une base de ker(f — Id). 


3. Soit X = | zə | la matrice colonne associée au vecteur x = (x1, £2, %3) dans la base canonique de 


R?. Alors on a 


0 1 —2 DA 0 
x = (£1, £2, £3) E ker(f) = AX=0 > |2 -1 4 Ge | =: | 0 
1 —1 3 T3 0 


To — 273 = 0 To = 2£3 

<> 2% — Tə + 4zr3 = 0 4> 2x£ı — 2x3 + 4x3 = 0 
zı — t2 + 3t3 = 0 T1 — 2%3 + 3x3 = 0 
To = 273 B 

4 À 2 +2r3=0 =f EN, 
T1 + T3 = 0 ina 


Donc x = (z1, £2, £3) = (—%3,2%3,x3) = æ3(—1,2,1), si on pose c = (—1, 2,1) alors 
ker(f) = Vect(c). 
4. Soient À, X, À3 € R. On a alors 
àia + à2b + àc = 0 <4 A (l, 1,0) + à2(—2, 0, 1) + A3(—1,2, 1) = 0 
À A 2) F A3 = 0 
<> À + 2A3 = 0 





A2 FE, A3 = 0 

À — 22 — à = 0 
<> À = —2}3 

A2 = — }3 

—2\3 + 243 — À3 = 0 
<> à = —2 A3 

À2 = —À3 


< À À À3 0. 




















Donc la famille (a,b,c) est libre. Comme dim(R*) = card(B’) = 3, alors la famille B’ = (a,b, c) 
est une base de R*. 
5. Comme a,b € ker(f — Id) et c € ker( f), alors f(a) — a = Ogs, f(b) — b = Ogs et f(c) = Oge. 
Or, ceci entraîne que 
fla) 1xa+0xb+0xc 


FO) = O0xa+1xb+0xc 
f(c) 0xa+0xb+0xc. 

















Donc, 
100 
D = Maty (f)= {0 1 0 
000 


6. La famille (a,b,c) est une base de RÌ, donc RÌ = Vect(a, b, c). 
De plus, on a 


Im(f) = f(R?) = f(Vect(a, b, c)) = Vect (f(a), f(b), f(c)) = Vect (a, b, 0) = Vect (a, b) = ker(f—Jd). 
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7. Soit x eR°.Ona 


zEker(f}NIm(f) eS (Een + { x € ker(f) ra R3 


x € Im(f) x € ker(f — Id T) — x = Ogs 
f(x) = Ors D 
= T a <4 x = Op. 


D'où, ker( f) N Im(f) = {0gr:}. De plus, d’après le théorème du rang, on a 


dim(ker(f}) + dim(Im(f)) = dim(R*). 











Donc les deux sous-espaces vectoriels ker( f) et Im(f) sont supplémentaires dans R?, c’est-à-dire 
ker( f) © Im(f) = R°. 


Exercice 6. 








1. On a 
0 1 
(Eu) — 1 0 z Eis — Ez 
1 0 
(E12) = G - R En + En 
1 1 
p(En) = K o) = En + E 
—1 —1 
(E22) = ( 0 0 ) = -by — B 
Donc, 
P(Eu) (Eu) (Ex) (En) 
En 0 1 1 —1 
— _ Er 1 0 1 mi 
CS 1 0 0 
Ezz 0 0 0 0 
2. D’après la première question, on a (E2) = —ọ(Ez2) = Y(—Ez2). Comme Ez # —Ez, donc 
l’endomorphisme ọ n’est pas injectif. Ainsi, y n’est pas un automorphisme de E. 
3. Ona 














Im(p) = p(M2(R)) = (Vect (E11, E12, En, E22)) = Vect (y(E11), p(Er2), (E21), p(E22)). 


Puisque (Ex) = y(En)+p(E12) et (Ex) = —Y(E11)—Y(E12), alors Im(p) = Vect(o(Eu), p(E12)). 


Il est clair que la famille (y(E11), p(E12)) est une famille génératrice de Im(y). De plus, soient 
à, A2 E R. Ona 


0 1 1 0 0 0 
EE E e p) T% ( à) | (0 1) 


[a ALO 
0 


> À À 0. 








Ce qui montre que (y( E11), p(E12)) est une famille libre de Im(ç). Donc la famille (y( E11), p(E12)) 
est base de Im(y). Ainsi, rang() = dim(Im(s)) = 2. 


4. Soient M3 = (i 1) „Mı = G à € MR). Alors (M3) = y(M4) = a 

















5. Comme (M3) = (M4) = 0, donc M3, M, € ker(s). De plus, soient À, 2 € R. On a 


0 0 1 1 0 0 
A1 M3 + AM = OMR) => À; i 1) +% e Et à) 


AN 00 


Donc (M3, M4) est une famille libre de ker(). D'autre part, comme rang(y) = 2, alors d’après 
le théorème du rang, on a dim(ker(s)) = dim(M(R)) — rang(y) = 2. Ainsi, il en résulte que 
(M3, MA) est base de ker(o). Or, cela signifie que ker(ç) = Vect( M3, M4). 


6. Comme Card(C) = 4 = dim(M,(R)), alors pour montrer que C est une base de Ma(R) il suffit 
de montrer que C est une famille libre de M,(R). En effet, soient À, À, A3, A4 € R. Alors on a 


1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 
a (0 Je" e Jia ( 1) l ) | (0 à) 


ài + A4 = 
À + À2 + M > 
-A2 +À; = 
A3 + M = 






































Ainsi, C est une famille libre. 


7. Soit Q la matrice de passage de C à B. Alors Q = Mat (Idm), B, C). 
D’autre part, on a 





Mı = En + E E» = M, — M 
M = Es — Ez — En = Mı + Mz — M 
M, = Ez + Ex Eu = M +M+M3- Mı 
Ma = Eu + Er + Ex Ei = — M2 — Mz + M 
Donc, 
Eu Er En Ex» 
Mi 0 À È = 
E aM pek i w 
Q = Mat (Idm (R); B, C) = M _] 1 1 0 
MAN er oi 
8. Ona 
1 1 
oM) = (3 o) =M 
0 —I 
(M3) = 0 
(Mi) = 0 
Donc, 
(Mı) (M2) (M3) (Ma) 
M; 1 0 0 0 
E M| 0 =j 0 0 
ťa a 0 0 0 0 
Ma 0 0 0 0 


20e méthode. Soit Pg c la matrice de passage de B à C. Alors on a 


N = PgoMPego. 


De plus, on a 
Pgo = (Mat (Idm), C, B)) t = Mat (Idm, R), B, C) = Q. 
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D'autre part, comme 


Mi = Er gg Eig 
M2 DE E2 D Es 
M3 = Ez TT Es 





Mi = En + Ei + Ex, 


il en résulte que 


En f 1 0 0 1 
E = El 1 1 0 1 
PB,c = Mat(Idm (R), C, B) = Eza 0 = 1 0 
E» \ 0 0 1 1 
D'où, 
1 0 00 
0 —1 0 0 
N = Mat(ọ, C) = QM Pg c = 0 0 0 0 
0 0 00 


9. Soit M € Ma(R). Alors on a 


M € ker(o)NIm(o) = M E ker(p) et M € Im(v). 





D'une part, on à (Mı) = Mı, (M2) = —M et (M, Mb) est une famille libre de M2(R). Comme 
rang(y) = dim(Im(o)) = 2, alors la famille (M, M2) est une base Im(s). Donc, il existe À, 2 € R tels 
que M = À Mı + LM. 

D'autre part, comme (M3, M4) est une base ker(y) et M € ker(s), alors il existe M = À3M3 + Ma. 
Ainsi, on obtient AM + AM — 3M3 — A4MA = 0 et comme C = (Mı, M2, M3, M4) est une famille 
libre, alors À = À2 = À3 = À4 = 0. D'où, ker(y) N Im(ẹ) = {0}. 

De plus, d’après le théorème du rang, on a 




















dim(M2(R)) = dim(ker(w)) + dim(Im(o)). 























Donc les deux sous-espaces vectoriels ker(4) et Im(y) sont supplémentaires dans M(R), c’est-à-dire 
ker(o) © Im(p) = MR). 














